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Lemme.
e w est croissante
e Pour hy, hy € [0,1], ws(hy + he) <wp(hy) + wp(he).
e Pour h € [0,1],A € RY tels que A.h € [0,1], wr(Ah) < (A +
Dwy(h).
Démonstration.
e Soit hy, he € [0, 1] tels que hy < hy alors on a

{1f(u) = F)], Ju = o] < hi} CH{If(w) = F0)]; Ju = 0] < ho}

d’out le résultat.

e S0it hy, he,u,v € [0,1] tels que |u — v| < hy + ho.
Il existe w € [min(u,v), max(u,v)] tel que |[u — w| < h;y et
|w —v| < hy. On a donc

|f(u) = f(v)|

<
<

|f(u) = f(w)] + |f(w) = f(v)]
wy(hy) +wy(he)

En passant au sup,
U.)f(hl —+ hg) S U)f(hl) —+ Wf(hQ).

e D’apres I'étape précédente, on a, pour tout n € N* et h € [0, 1],
wi(nh) < nwg(h).
Soit A € R tel que A\h € [0, 1]. On a, tout d’abord, [A] < A <
[A] +1. On a donc

wi(Ah) < wr(([A] + 1)h)
([A] + Dwy(h)

<
<

]

Théo. Soit f : [0,1] — C une fonction continue, w son module de
continuité ie

w(h) = sup{[f(u) = f(v)| : |u—v| < h}.

Pour n > 1, on considére le polynome

(Z) 1=y

le nme polynéme de Bernstein de f. Alors

n

B.(f,x) = Bn(z) = Z

k=0

9
n Y

(i) B, converge vers f uniformément sur [0,1].

(71) Plus précisément, on a ||f — Byl < Cw (i), ou C' est une

n
constante numérique.

Démonstration. (i) Soit x € [0,1], Xy, ..., X;, un n-échantillon de
loi de Bernouilli B(x). Posons S,, = X; + ...+ X,,. On sait donc
que S, suit une loi binomiale B(n,p). On a donc

)] -E (eo-aa()

est un polynome en le parametre x.
Soit maintenant ||| la norme sup sur [0,1] et soit ¢ €]0, 1].
On a

n

>

k=0
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Ainsi, on obtient, (ii) On a
Sn Sn
F@) - Bu@)l < E||f) -7 (2 @) - B < E|fw) -1 ()
Sn
< E ‘f(m)_f(>‘]l’w_5n’<5 < E{wf(l'—&b)
n n |= n
S
+ ‘f(@‘f() ]]-‘E_Sn‘>5:| < wy (1>E \/ﬁzv—& +1}
n n n n
< w(8) + 2| f||E |1}, 52 1 Sh
= ool | B z—5n|>s < wil = VnE T +1
= w(5)+2||f||ooIP’<x—; >5> Or, on a aussi
On utilise I'inégalité de Tchebychev et on a g g 22 .
E{m—" < Elx—”] E[1%]2
i Var (i) n n
P ( s 5) < 1) )
n 02 < Sy 2
nz(l — x) = Vo (n)
- n242? 1\3
| < ()
< an
—  4nd? 1
< —
d’ou — 2vn
f(z) — Bu(z) <w(d) + HfHoo o
) = 212 Ainsi, on a
On a donc
e _ L I DO
1F = Bulle <o) + ke @)= B <y (72 ) (Vi +1) = 54 (7))
Ensuite, on obtient =

lim||f — Byl < wy(9). Théo (Weierstrass). Toute fonction continue f : [a,b] — C est

DT ) ]
Or f continue sur [0,1] compact donc f uniformément continue limite d’une uniforme de polynomes.

donc wy(9) P 0. On obtient donc Démonstration. Posons, pour = € [0, 1],

|f = Bulloo =2 0 9(x) = fla+ (b—a)z) = fod(x).
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On a donc

19 = Bulloo = [If = Bu o ¢ — 0.



